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PROBLEMA n.1

PROBLEMA 1

Si considerino le seguenti funzioni:
f) =ax?*—x+h g(x) = (ax +b) g2 ¥=%%

s Provare che, comunque siano scelti i valori di @ e b in R con a # 0, la funzione g ammetie tm massimo e
un minimo assoluti. Determinare i valori di @ e b in corrispondenza dei quali i grafici delle due funzioni
f e g si intersecano nel punto A(Z,1).

= Si assuma, d’ora in avanti, di avere @ = 1 ¢ b = —1. Studiare le due funzioni-cosi ottenute, verificando
che il grafico di g ammette un centro di simmetria e che i grafici di f ¢ g sono tangenti nel punto B(0,—1).
Determinare inolire [’area della regione piana S delimitata dai grafici delle funzioni f € g.

s Si supponga che nel riferimento Oxy le lunghezze siano v
espresse in metri (m). Si considerino tre fili conduttori rettilinei
disposti perpendicolarmente al piano Oxy e passanti
rispettivamente per i punti: . P,

(o) 2 G1) e PG 3)

I tre fili sono percorsi da correnti continue di intensita
ip =204, iy e i3. Il versodii; ¢ indicato in figura mentre . P .
gli altri due versi non sono indicati.

Stabilire come varia la circuitazione del campo magnetico, o
generato dalle cortenti iy, i, e i3, lungo il contorno di §, a
seconda dell’intensita e del verso di i, e i3.

s Si supponga, in assenza dei tre fili, che il contorno della regione S tappresenti il profilo di una spira
conduttrice di resistenza R = 0,20 €. La spira ¢ posta all’interno di un campo magnetico uniforme di
intensitd B = 1,5-10"2 T perpendicolare alla regione §. Facendo ruotare la spira intorno all’asse x con
velocita angolare w costante, in essa si genera una corrente indotta la cui intensitd massima ¢ pari a 5,0 mA.
Determinare il valore di w.

SOLUZIONE

Consideriamo le funzioni

fO) =ax®—x+b e g(x)=(ax+ b)e**
La funzione f(x) ¢ una parabola se a # 0.

La funzione g(x) ¢ una funzione continua nel suo dominio D = R, e VY a,b € R, a # 0 assume sia
PR . C . . b
valori positivi, sia valori negativi e si annulla in un sol punto di ascissa x = —— .
a

11 fattore esponenziale assume solo valori positivi, mentre

ax+b =0 perxz—a sea> 0 eper x<—— sea<0
a

Inoltre
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lim (ax + b)e2*** =0
x—+oo

essendo g(x), nella forma rapporto di due infiniti, di cui quello al denominatore ¢ di ordine

superiore.

Ci aspettiamo pertanto che 1’insieme immagine di f(x) sia un intervallo chiuso e limitato, avente un
valore massimo positivo e un valore minimo negativo.

Le due funzioni si intersecano nel punto A (2,1) pertanto imponiamo il passaggio di f(x) e g(x) per il
punto A:

{f(2)=g(2) {4a—2+b=2a+b {a=1
f=1 4a—2+b=1 bh=-1

¢ Quindi le funzioni ottenute sono le seguenti:

fO=x2—x—-1 e gk =(x—1)e2x
f(x) € una parabola di vertice V G, — 2) che interseca I’asse x nel punto C (1,0), interseca 1’asse y nel
punto B (0,-1) e passa per A (2,1).
g(x) ¢ una funzione di dominio R e qui continua; ¢ positiva per x>1 e negativa per x<lI, interseca

’asse x nel punto C (1,0); inoltre essendo

lim (x — 1)e2*** =0
x—+too

ammette come asintoto orizzontale I’asse x.

Studiamo la crescenza e decrescenza, nonché gli estremi, della funzione:

2—14/2 2+42

g () =(—2x2+4x—1)e>*** >0 se —2x2+4x—1>0 per

2-2 2442

[ 1N}
o
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p=

-2

-3

Dal grafico possiamo osservare che il punto C (1,0), punto medio tra il punto di massimo e il punto
di minimo, ¢ un centro di simmetria per la funzione.
Dimostriamo allora che g(x) ha come centro di simmetria il punto C (1,0); scriviamo infatti le

equazioni della simmetria centrale di centro C:

{x=2—X
y=-Y

Sostituiamo la x e la y nell’equazione di g(x):
—Y = (2 - X —1)et 2@
—Y = (1 - X)e2x**
Y = (X — 1)e2* ¥’
otteniamo cosi la stessa funzione, per cui resta dimostrata la simmetria centrale di g(x) rispetto al

punto C.

Allo stesso risultato possiamo arrivare osservando che la funzione

g(x) = (x — 1)e?
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puo essere riscritta in questa forma
—(v—1)2
gx) = (x — De~ G-
che rappresenta la funzione traslata, di un vettore v(1,0), della funzione

y =xe” (x)%+1
che ¢ simmetrica rispetto all’origine O (0,0) in quanto ¢ una funzione dispari, prodotto di una funzione
dispari per una funzione pari.

Dimostriamo ora che i grafici di f(x) e g(x) sono tangenti nel punto B (0,-1), cio¢ hanno in B la stessa
tangente; a tal proposito calcoliamo il coefficiente angolare della tangente a f(x) in B e il coefficiente

angolare della tangente a g(x) in B:

m=f'(x)=2x—-1 - f'(0)=-1
m' = g'(x) = (—2x2 + 4x — 1)e?*** -  g'(0)=-1

quindi m =m’; I’equazione della retta tangente in B (0,-1) ¢ dunque:
y+1=-1x) - y=-x-1

Calcoliamo ora I’area della regione piana S delimitata dai grafici delle funzioni f(x) e g(x):
2

Area(S) = j [(x — De?*** — (x2 —x — 1)]dx =
0

Ponendo

dt
2x—x*>=t - Q-=-2x)dx=dt - (x—l)dx=—7

otteniamo

Area(S) = —%f

0

0 2 8 4
etdt+f (—x2+x+1)dx=—§+2+2=§
0

e Consideriamo ora tre fili conduttori, perpendicolari al piano Oxy e posizionati nei punti del

piano

RS
Il
R
(e}
———

Nl W N Ww
Uy
N———

0
Il
/N
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P2

ol

g 4 -3 2 = f) jps 2 3 4 5 6 7
(]
-1

Il filo conduttore passante per il punto P; ¢ percorso da una corrente i; di intensita 2,0 A, entrante
nel piano, mentre il filo conduttore passante per P, ¢ percorso da una corrente i, di cui non ¢ indicato
il verso né I’intensita, e ancora il filo conduttore passante per P; ¢ percorso da una corrente i3 di
cui anche qui non ¢ indicato il verso né I’intensita.

Dal Teorema della circuitazione di Ampére, la circuitazione di un qualunque campo magnetico B
lungo una linea chiusa L ¢ uguale alla somma algebrica delle correnti concatenate alla linea L,

moltiplicata per la permeabilita magnetica del vuoto:

n
Cu(B) = 1o ) I
i=1

Il segno algebrico della corrente ¢ positivo se il campo che essa genera ha lo stesso verso di
percorrenza della linea L lungo la quale si calcola la circuitazione.

Nel nostro caso P; ¢ all’interno della zona S e quindi i; ¢ all’interno del contorno di S; anche P, ¢
all’interno della zona S in quanto la sua ordinata ¢ inferiore a g G) ~ 1,05 e quindi anche i, ¢
all’interno del contorno di S; mentre P; non ¢ situato all’interno della zona S in quanto la sua ordinata
¢ inferiore a f G) = —% e quindi i3 ¢ all’esterno del contorno di S.

Pertanto, i contributi alla circuitazione sono dati da i; e i,:
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2
CL(E) = 211' = Uo (iy +13)
i=1

Se stabiliamo come verso di percorrenza del contorno di S quello orario, poiché i; ¢ diretta verso il
basso, essa genera un campo magnetico cui linee di forza hanno lo stesso verso orario del verso di
percorrenza, pertanto il segno di i; ¢ positivo; se i, ¢ diretta verso il basso anch’essa avra segno

positivo:

2
CL(E) = 211' = o (i; +1i3)
i=1

In questo casose i, > i; o0 i, < i, lacircuitazione ¢ sempre positiva

Se i, ¢ diretta verso I’alto essa avra segno negativo:

2
CL(E) = zli = po (i; —iy)
i=1

In questo caso se i, > iy, la circuitazione € negativa, altrimenti € positiva.
Naturalmente si ottengono risultati opposti se si sceglie il verso di percorrenza antiorario.
La circuitazione ¢ nulla se le correnti hanno uguale intensita e verso opposto
e La corrente che viene generata ¢ una corrente alternata di intensita:
i = femindotta
R
Essendo

dD(B_)) = BScos(wt)

dalla legge di Faraday — Neumann ne segue che:

d(d)(B_))) _ d(BScos(wt))

feMingotta = — T T = BSwsen(wt)
dove BSw ¢ il valore di picco della fem.
L’intensita di picco della corrente ¢:
. BSw ioR 0.05 rad
= — - = — =
iy R ) BS ,05rad/s
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APPROFONDIMENTI
a) Nel punto 1 si pud procedere in modo piu rigoroso per provare 1’esistenza del massimo e del
minimo assoluti, studiando la monotonia della funzione attraverso lo studio della derivata
g'x)= (—2ax2 +2(a—b)x+a+ Zb)ezx"‘2
Per qualsisi valore di a e b il fattore di secondo grado ammette due zeri reali e distinti essendo il

discriminante sempre positivo
A
7= 20°+(atb)

e assumera valori positivi nell’intervallo interno o nell’intervallo esterno, a seconda che sia
a>0 o a<0, Gl zeri della derivata corrispondono agli estremi relativi di g(x) che saranno

anche estremi assoluti (minimo negativo e massimo positivo) poiché¢ lim g(x) = lirp glx)=0
X—>—00 X—>+00

COMMENTO

Il problema affronta argomenti coerenti con i quadri di riferimento di matematica e di fisica e propone
alcune questioni di tipo standard, familiari agli studenti.

Alcuni punti possono essere affrontati in modo intuitivo, eventualmente con 1’aiuto di un grafico, e
poi approfonditi in modo rigoroso.

La soluzione permette di valutare le conoscenze, le abilita di calcolo e le capacita argomentative degli
studenti.

La formulazione ¢ chiara e riesce sufficientemente a integrare le due discipline,.
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Problema 2

Un condensatore piano ¢ formato da due armature circolari di raggio R, poste a distanza d, dove
R e d sono espresse in metri (m). Viene applicata alle armature una differenza di potenziale
variabile nel tempo e inizialmente nulla.

asse di
simmetria

All’interno del condensatore si rileva la presenza di un campo magnetico B. Trascurando gli
effetti di bordo, a distanza r dall’asse di simmetria del condensatore, I’'intensita di B, espressa
in tesla (T), varia secondo la legge

kt

V(E? + a?)?

dove a e k sono costanti positive e 7 € il tempo trascorso dall’istante iniziale, espresso in secondi

(S).

B| = r conr <R

* Dopo aver determinato le unita di misura di a e k, spiegare perché nel condensatore ¢
presente un campo magnetico anche in assenza di magneti e correnti di conduzione. Qual
& la relazione tra le direzioni di B e del campo elettrico E nei punti interni al condensatore?

* Si consideri, tra le armature, un piano perpendicolare all’asse di simmetria. Su tale piano,
sia C la circonferenza avente centro sull’asse e raggio r. Determinare la circuitazione di
B lungo C e da essa ricavare che il flusso di E. attraverso la superficie circolare delimitata
da C, ¢ dato da

o 2kar? -1 |
o(E) = =2 + -

Calcolare la d.d.p. tra le armature del condensatore.

A quale valore tende ‘B al trascorrere del tempo? Giustificare la risposta dal punto di vista

fisico.
!
Ve

1y .. . . . ~ _ . ..
- ¢ la primitiva di f il cui grafico passa per I'origine.

* Per a > 0, si consideri la funzione f : R — R definita da f(r) = — Verificare

che la funzione F(r) = —=—
. r~ . ( ) . ,.2+.{,1 . . . . . .
Studiare la funzione F individuandone eventuali simmetrie, asintoti, estremi. Provare che
. . . q: . 2 .
F presenta due flessi nei punti di ascisse ¢ = i#a e determinare le pendenze delle rette
tangenti al grafico di F in tali punti.
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Soluzione

kt

e [a]=[s] a ha le dimensioni di un tempo, perché deve potersi sommare con t,

B varia secondo la legge: B = r conr <R econaekpositive

affinché la formula abbia senso.

k- .
[k]=[Ts?] perché B si misurain Tesla, T, quindi [T] = [S—: m] dacui:

Il condensatore e evidentemente in fase di carica, c'e una d.d.p. variabile nel tempo

- |4

quindi un'intensita del campo elettrico E variabile secondo la relazione E = R
. . , . . =T . dog
Si fa riferimento all’equazione di Maxwell: ¢ B - dl = ugi + oMo,

che fra le armature del condensatore si semplifica in:

— - d =
%B-dlz‘gOﬂo i

dt

Se E e variabile lo e anche il suo flusso e si determina un campo

magnetico B.

E & diretto dall'armatura positiva alla negativa, B & perpendicolare ad

E, diretto secondo le tangenti alle linee di forza che sono circonferenze
giacenti in piani paralleli alle armature e hanno il centro sull’asse di
simmetria del condensatore.

® La circuitazione di B lungo la circonferenza C giacente su un piano
perpendicolare all’asse del condensatore, avente centro sull’asse e

ddx
raggior, &: B 21mr = gyl d_tE
- ty 2mr kt 2nr tr t
indi. ¢z = rat = r
qu d (l)E f() golo /(t2+a2)3 dt Eolo k fO (t2+a?)3 dt

essendo ts il tempo finale.
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t
L'integrale ] = | ——=—==dt si risolve con la sostituzione:
5 J~J(t2+a2)3
t?+a’*=z
. d
dacui:t=vVz—a? e dt=——
2Vz—a?
con questa sostituzione:
Y EVP -
=— | —wdz = ——— =+ cost.
3
2 72 t2 + a?
' o _ ot 2mr kt _ 2kmr? ( -1 1
L'integrale definito: ¢z = [ coe JaTray dt = ——~ (m + a)

La d.d.p. tralearmaturee:V =E -d

dove E si ottiene dal flusso:

1 2knR2< —1 1) 2k( —1 1)

mR? &uo Wtz +a2 a/ epo\WtZ+a2 a
2k ( -1 1
dacui: V' =—- (m%)d

Al passare del tempo:

kt
lim B = lim r=20

t—o0 t—oo /(tz +a2)3

Com'e naturale dato che:

2k 1
lIimF = ———
t=oo Eolho A

cioe E e costante, il condensatore si e caricato, se E non varia non varia il
suo flusso e quindi B=0.

e Lafunzione:



Sessione ordinaria 2019 Problema2 MATHESIS ROMA

t
JE + a?)3

e la stessa che abbiamo integrato in precedenza, cambiata di segno, e con

f©) = -

r e k uguali ad 1, quindi la sua primitiva e:

1
F(t) = ——=+ cost.
Vt? +a?
Se passa per l'origine:
1
F(0) = 0 =———+ cost.da cui: cost.= ——
0 + a? a
La funzione
F(t) = 1 1
Vt2+a? a

& definita V't (nella situazione fisica in questione & t>0). E pari, cioé
simmetrica rispetto all'asse y, perché t compare solo al quadrato, ha

: : 1 .
asintoto orizzontale y = — = perché:

1
lim F(t) = —a

t—> oo

. X : t
La derivata & semplicemente: F' = f(t) = —

J(t?+a?)3
che e maggiore di zero per t<0, quindi c'€ un max nell'origine.
. )1 2t%2—q? ) . e e
La derivata seconda: F' = —————— si annulla nei due valori indicati dal
(t2+a2)5/2

testo e cambia segno nell’intorno di essi.
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2
1 +
_‘3 -2 __-1_ __—ﬂﬂ"‘“-—-l__»______ 2 3
— B e S—
. 2
La pendenzain — a
V2
2 ¢ , 3 9qa?
((@ a) + a2>
e simmetricamente: F’ (—ga) = % ,in t = —ga

L'andamento grafico della derivata:

Tende a 0 a oo perché la funzione F(t) ha un asintoto orizzontale, cioe
tende a una costante, e ha derivata seconda positiva nell’intorno
dell’infinito (la derivata prima € monotona nello stesso intorno).

Ha simmetria dispari perché F(t) & pari.

Si annulla nell'origine perché la funzione F(t) ha un max in t=0, ha valori
positivi per t<0 dove F(t) e crescente, ha due estremi relativi dove F(t) ha
flessi.
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Per calcolare I'area della regione compresa tra il grafico di f, I'asse delle
ascisse e le rette parallele passanti per gli estremi di f(t):

S

J \ , : ,
-3 -2 -1 L7 3

-1

osserviamo che, essendo la f (t) dispari, le due regioni sono simmetriche
rispetto all’origine e quindi basta raddoppiare I'area della regione di
sinistra:

s alror (N a1
[ ( 2 )] \\/% a/

B V2 1\ _2(3-+6)
—2<‘a—@+5) 3a

. : : ). .. b L
Se invece, fissato b > 0,si calcola I'integrale definito f_bf(t)dt si ottiene

f_bbf(t)dt = f_obf(t)dt + fobf(t)dt = f_obf(t)dt + fo‘b —f(=t)dt =
[° f@®dt+ [ f(©)de =0

Approfondimento
La corrente di spostamento

Per rispondere esaurientemente alla richiesta del punto 1 << spiegare
perché nel condensatore & presente un campo magnetico anche in
assenza di magneti e correnti di conduzione >> ricordiamo che Maxwell
introdusse il concetto di corrente di spostamento proprio per
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generalizzare il teorema della circuitazione di Ampeére anche in caso di un
percorso chiuso che non sia concatenato con alcuna corrente di
conduzione, la cui area pero sia attraversata dalle linee di forza di un
campo elettrico variabile, come all’interno di un condensatore in fase di
carica o di scarica. Per ragioni di simmetria rispetto alla legge
dell’induzione elettromagnetica ipotizzo che un campo elettrico variabile
possa generare un campo magnetico variabile ad esso perpendicolare e

—_
proporzionale alla variazione di flusso del vettore E':

— - i dQ)_’
7€B ~dl = ol + golo th

Durante la fase di carica o di scarica si si genera un campo magnetico
con le stesse caratteristiche di quello generato da una corrente di
conduzione ,come se la corrente che circola nel circuito si prolungasse
all'interno del condensatore.

d¢ (E)

Si puo dimostrare infatti che la quantita ¢, ( corrente di

spostamento) non solo ha le dimensioni di una corrente ma ha valore
uguale all’intensita corrente che circola nel circuito, essendo

dp(E) _ 1dq
dt gy dt

In tal modo Maxwell non solo elimina alcune ambiguita di carattere
teorico ma pone le basi per |la scoperta dell’esistenza di onde
elettromagnetiche.

COMMENTO

La traccia e apprezzabile per il contenuto concettuale, relativo a
entrambe le discipline, che pero non e esente da complessita di calcolo.
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L’approccio e apparso difficile alla maggioranza degli studenti, nonostante
la presenza di alcune strutture di controllo che ne facilitano la soluzione.

La prima parte, di contesto fisico, richiede anche competenze
matematiche ma le due parti restano sostanzialmente separate.
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QUESITO 1

pZ(j:iz dove d € R e p(x) € un polinomio. Il

Una data funzione ¢ esprimibile nella forma f(x) = .

grafico di f interseca 1’asse x nei punti di ascisse 0 e 12/5 ed ha come asintoti le rette di equazione

x=3, x=-3 e y=5. Determinare i punti di massimo e di minimo relativi della funzione f.

Soluzione
E data la funzione
_ p(x)
fe) = x2+d

Si tratta di una funzione algebrica razionale fratta; dalla presenza di un asintoto orizzontale si evince
che il numeratore e il denominatore devono avere lo stesso grado, pertanto possiamo affermare che

p(x) € un polinomio di secondo grado del tipo:
p(x) =ax?*+bx+c

. 12 . o
che ha come radicix; =0 ex, = ~ © puo essere scritto in questa forma:

p(x) = a(x — x1)(x — x3)

quindi

x (x - 5)

x2+d

Flx) = a(x _xx;l(?;— X2)

f&) =

Inoltre poiché f(x) ha due asintoti verticali di equazione x=3 e x=-3, 1 valori 3 e -3 sono valori che

annullano il denominatore, percui x2+d =0 perx=+43 - 9+d=0 - d=-9.
Quindi
x (x- %)
f0="eg

Infine, poiché f(x) ha come asintoto orizzontale la retta di equazione y=5 si ha che:

lim f(x) =5
x—+oo
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ax(x—%)_oo B

im ———————- = —
x-too  x2+d oo

in quanto il grado del numeratore di f(x) ¢ uguale a quello del suo denominatore, e quindi il valore
del limite ¢ dato dal rapporto dei coefficienti delle x di grado massimo; pertanto a=5.
La funzione richiesta ¢ la seguente:

5x% —12x
f(x) = —7_9

Determiniamo i punti di massimo e minimo relativi della funzione:

D=R-{+3}

oy (10x —12)(x* — 9) — 2x(5x* — 12x) _ 6(2x* — 15x + 18)
flix) = GZ—9) ==z 20

3
se 2x*—15x+18 =0 per xSE vel x > 6

(x2—-9)?2>0 Vx€ER—{+3}

Qv w

0]
L

Gli estremi sono quindi:
M (3 1)
ax |7,
min (6,4)

COMMENTO

Quesito standard sulle proprieta delle funzioni, richiede comunque capacita logiche e argomentative
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QUESITO 2
E assegnata la funzione
1010
gx) = Z x = x4+ x3 + x>+ x7 4 - 4 x2017 4 2019
n=1

Provare che esiste un solo x, € R tale che g(x,) = 0 . Determinare inoltre il valore di

lim 9()
x>+ 1,1%
Soluzione
Sia data la funzione
1010
gx) = Z x2 = x4 x3 + x>+ x7 + -+ x2017 4 %2019
n=1

che possiamo riscrivere in questo modo:

gx)=x(1+ x% 4 x% 4 x0 4 - 4 x2016 | x2018)

Data I’equazione

gx) =

OVVEro

x(1 4+ x% + x* + x84 -+ 4 22016 4 x2018) = ¢

per la legge dell’annullamento del prodotto si ha che

x=0
(14 x% +x* +x° + -+ x2016 4 x2018) — ¢
Ma essendo

(T4 x2 +x* +x8 + -+ x2016  x2018) > 0

in quanto somma di quadrati, I’unica soluzione ¢ x=0.
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Si puo anche osservare subito che g(0) = 0 e che la funzione non ammette altri zeri in quanto ¢
monotona crescente.
Infatti, la derivata, essendo un polinomio a coefficienti positivi in cui compaiono solo potenze pari,

assume solo valori positivi:

g'(x) =1+ 3x%+5x*+ 7x% + -+ 2017x2°16 + 20192018

Inoltre

9@ _

lim
X—+00 1,1x o0

ma poiché la funzione esponenziale con base maggiore di 1 tende a infinito piu rapidamente della

funzione algebrica g(x), (somma di potenze) tale limite vale 0.

COMMENTO
La formulazione del quesito non ¢ standard ma, una volta individuata una strategia idonea, la
risoluzione non presenta difficolta.

Si richiedono e attenzione nella comprensione del testo e discrete capacita logiche e argomentative
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QUESITO 3

Tra tutti 1 parallelepipedi rettangoli a base quadrata, con superficie totale di area S, determinare quello

per cui la somma delle lunghezze degli spigoli ¢ minima.

Soluzione

Consideriamo un parallelepipedo a basa quadrata avente spigolo di base uguale a x ¢ altezza h, con

x>0 e h>0.

Se I’area della superficie totale ¢ S, essendo:

S = 2 Area base + Superficie laterale = 2x* + 4hx

ricaviamo [’altezza h in funzione di x

ed essendo h>0 ne segue:

La funzione f(x) da rendere minima ¢ ottenuta dalla somma dei 12 spigoli del parallelepipedo:

S—2x2>_6x2+5

f(x)=8x+4< P =

X
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Pertanto

12x2 —6x>—-S 6x%*-S
X2 -T2

<S l>S
se x=-— |z wvel x= |z

e tenendo presenti le limitazioni della x
0<x< S
=2

flx) = >0

o
0%
N|W»h

Inoltre, se

allora
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Pertanto, il parallelepipedo ¢ un cubo.

COMMENTO
Il quesito riguarda un classico problema di ottimizzazione, di tipo standard, piu volte proposto

all’esame di stato.
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QUESITO 4

Dati i punti A(2, 0, -1) e B(-2, 2, 1), provare che il luogo geometrico dei punti P dello spazio, tali che
PA = /2 PB, ¢ costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione cartesiana. Verificare

che il punto T(-10, 8, 7) appartiene a S e determinare 1’equazione del piano tangente in T a S.

Soluzione
Preso un punto generico P (X, y, z) dello spazio cartesiano e i punti A (2,0, -1) e B (-2, 2, 1), dobbiamo

determinare il luogo geometrico descritto dal punto P tale sia soddisfatta la seguente relazione:

PA =ZPB

Essendo

PA=\(x—2)2+y%2+ (z+1)2

PB=+(x+2)2+(y—2)2%+(z—1)?

sostituiamo nella relazione data:

JE=2)2+y2+ @+ 12 =V2/(x+2)2+ (y—2)2 + (z — 1)?
da cui elevando al quadrato e sommando i monomi simili otteniamo 1’equazione del luogo geometrico
richiesto:

x2+y2+22+12x—8y—62z+13=0

che rappresenta I’equazione cartesiana di una superficie sferica S di centro C (-6, 4, 3) e raggio r =

=J%+$+?Z —13 =48 =43
Affinché il punto T (-10, 8, 7) appartenga alla superficie sferica S, le coordinate di T devono
soddisfare I’equazione cartesiana di S.
Sostituendo tali coordinate nell’equazione di S otteniamo:

100+ 644+49—-120—-64—-42+13=0 - 0=0
Pertanto 1’appartenenza di T a S ¢ verificata.

Per determinare 1’equazione del piano tangente in T alla superficie S, prendiamo in considerazione il

vettore TC perpendicolare al piano stesso in T, che ha come componenti i parametri direttori del
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raggio (a, b, ¢); se Py(x,y,z) ¢ un altro punto generico del piano tangente, allora il vettore T—P(; deve

essere perpendicolare al vettore TCe quindi essendo:

TC = (a,b,c) = (-6 + 10,4 — 8,3 = 7) = (4,—4,—4)
TPy = (x + 10,y — 8,2 — 7)

si deve avere per la perpendicolarita

TC X TP, =0
4(x +10) — 4(y —8) —4(z—7) = 0

o anche semplificando

x+10)—-(y—-8)—-(=z—-7)=0

x—y—z+25=0

che rappresenta 1’equazione del piano tangente richiesto.

COMMENTO
11 quesito affronta un argomento di tipo standard, che ¢ stato piu volte proposto all’esame di stato.
Richiede la conoscenza della Geometria analitica in tre dimensioni e una certa familiarita col calcolo

vettoriale, malgrado questo non compaia in modo esplicito nei quadri di riferimento.
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QUESITO 5
Si lanciano 4 dadi con facce numerateda 1 a 6.

e Qual e la probabilita che la somma dei 4 numeri usciti non superi 5?
e Qual e la probabilita che il prodotto dei 4 numeri usciti sia multiplo di 3?
e Qual e la probabilita che il massimo numero uscito sia 4?

Soluzione

Lo spazio degli eventi elementari & costituito dalle 6% quaterne, tante quante sono le disposizioni con
ripetizione di classe 4 di 6 oggetti.

Il primo evento che indicheremo con E; {la somma dei 4 numeri usciti non supera 5} si realizza se esce
quattro volte il numero 1 o se esce unavoltail 2 e tre volte il numero 1.

Le quaterne favorevoli sono pertanto 5, una sola del primo tipo e 4 del secondo tipo, tante quante sono le
possibili posizioni del numero 2

5 5

Il secondo evento che indicheremo con E, {il prodotto dei 4 numeri usciti &€ multiplo di 3} si realizza se
esce almeno un 3 o almeno un 6.

L’evento contrario E, si realizza se nessun esito & uguale a 3 oppure a 6.

Le quaterne degli esiti in cui tutti i numeri sono diversida 3 e da 6 sono 4%, tante quante sono le
disposizioni con ripetizione di classe 4 di 4 oggetti. Pertanto

e = (3 = P =1- () = 5~ w0
Il terzo evento che indicheremo con E3 {il massimo numero uscito & il 4} si realizza se, nelle quaterne
degli esiti, i numeri sono tutti minori o uguali a 4 ma non tutti minori di 4, ovvero non tutti minori o uguali a
3.
Le quaterne degli esiti in cui tutti i numeri sono minori o ugualia 4 sono 4%, tante quante sono le
disposizioni con ripetizione di classe 4 di 4 oggetti,
Da queste bisogna togliere quelle in cui tutti gli esiti sono minori o uguali a 3, le quali sono in numero
di 3%, tante quante sono le disposizioni con ripetizione di classe 4 di 3 oggetti.

Pertanto
P(E3) = #1-31_ 175 13, 5%
37 Tet T 1296 07
COMMENTO

Quesito semplice ma non banale, sulla probabilita classica. Lo studente deve dimostrare attenzione nella
lettura e nella comprensione del testo.
Le tre richieste corrispondono a livelli di difficolta crescente che permettono di differenziare le prestazioni.



Sessione ordinaria 2019 Quesito 6 MATHESIS ROMA

QUESITO 6

Una spira di rame, di resistenza R = 4,0 m{2, racchiude p,1

un’area di 30 cm? ed ¢ immersa o

in un campo magnetico uniforme, le cui linee di forza sono
0,10

perpendicolari alla superficie della spira. La componente

del campo magnetico perpendicolare alla superficie varia 6

~¢ 20 30 4 50 640 7.0 88 9.0 100
nel tempo come indicato in figura. \ tons]
Spiegare la relazione esistente tra la variazione del campo . \\
che induce la corrente ¢ il verso della corrente indotta, \
Calcolare la corrente media che passa nella spira durante i 020

seguenti intervalli di tempo:

a) da0,0ms a 3,0 ms;
b) da3,0ms a 5,0 ms;
c) da50ms a 10 ms.

Soluzione

La direzione del vettore B resta sempre perpendicolare alla superficie S della spira ma, come si
evince dall’andamento della componente normale, I’intensita e il verso variano nel tempo.
Nella spira si genera pertanto una forza elettromotrice indotta, secondo la legge di Faraday-
d(B)_

dt
Essendo B parallelo alla normale alla spira possiamo scrivere

Neumann-Lenz  femndotta = —

=Y dp(B)  .dB
(1)(3) = BS - _T_-SE

Primo svolgimento

Negli intervalli da Oms a 3ms e da 4ms a 10 ms la componente del campo magnetico B diminuisce,
quindi nella spira girera una corrente indotta tale da creare un campo magnetico diretto come B, in
modo da sommarsi e compensare la diminuzione. Nell’intervallo da 3ms a Sms B aumenta quindi la
corrente ruotera in senso inverso, in modo da creare un campo che si opponga all’aumento di B. La

formula di Faraday-Neumann-Lenz:
v_ _ dBS) _ _ SdB)

l=—-=

R R dt R dt

il segno ha proprio quel significato.

Nei primi 3 ms la componente del campo varia con un andamento di tipo parabolico.

La parabola & del tipo y=ax’ e deve passare per (3-10; -0,20-10%). Quindi: a= -22 il primo arco
di curva

E all’incirca una parabola di equazione: B(t)= -22-t>
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La corrente: i(t) = —%(—440 = 33t

11 valor medio sull’intervallo in questione:

T
Iy = ——f —2atdt =5-1072%4
0

Nell’intervallo da 3 a 5 ms ’andamento di B ¢€ lineare:

S AB
im = ——=0.15 4
im R AL 0.15

Nell’intervallo da 5 a 10 ms I’andamento di B ¢ quasi lineare:

~ SAB
lm—EA—t—003A

Secondo svolgimento
Studio della derivata B'(t)

Cominciamo con I'osservare che dal grafico ella componente B(t) si puo dedurre I'andamento
qualitativo della derivata B'(t), la quale & nulla in O e ammette due punti di discontinuita a salto
nei punti angolosi di B(t), precisamente per t=3ms e t =5ms.

e Nell’intervallo[0; 3[ B(t)é negativa, il suo grafico ¢ decrescente e volge la concavita verso
il basso, pertanto la derivata B'(t) ¢ negativa e decrescente

e Nell’intervallo ]3;5[ B(t) cresce linearmente e passa da valori negativi a valori positivi
pertanto la derivata B'(t) ¢ costante e positiva.

e Nell’intervallo ]5;10] B(t)é positiva, il suo grafico & decrescente e volge la concavita
verso 1’alto, pertanto la derivata B'(t) é negativa e crescente

Grafico qualitativo di B't)

t(ms) ‘
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Andamento qualitativo di i(t) e suo significato fisico

L'intensita della corrente indotta, secondo la legge di Ohm, & i(t) =

feMmindgotta_ S pr
—r - RB®

A questo valore € associato un segno che ne determina il verso

Grafico qualitativo di i(t)

/ — -

<

10 t(ms)

Negli intervalli in cui i(t) & positiva (negativa) la corrente circola in senso antiorario (orario) e
genera un campo magnetico parallelo ed equiverso (di verso opposto) alla normale, orientata in
modo da uscire dalla faccia considerata.

Dal grafico di B(t) si deduce che

a)

b)

nel primo intervallo il flusso del vettore B ¢ negativo (entrante) e aumenta in valore
assoluto.

Nello stesso intervallo la corrente circola nella spira in senso antiorario e quindi genera un
campo magnetico parallelo ed equiverso a B al quale corrisponde un flusso positivo
(uscente). Questo ¢ in accordo con la legge di Lenz, in quanto il campo magnetico indotto
deve contrastare un aumento di flusso entrante

Nell’intervallo ]3; 4[ il flusso del vettore B ¢ negativo (entrante) e diminuisce in valore
assoluto mentre nell’intervallo ]4; 5[ & positivo (uscente) e aumenta in valore assoluto.

Nell'intervallo ]3; 5[ la corrente circola nella spira in senso orario e quindi genera un campo

iR
magnetico parallelo ma di verso opposto a B ,al quale corrisponde un flusso negativo (entrante),
Anche in questo caso il verso della corrente € in accordo con la legge di Lenz in quanto deve
contrastare prima una diminuzione di flusso entrante e poi un aumento di flusso uscente.

c)

Nel terzo intervallo il flusso del vettore B & positivo (uscente) e diminuisce in valore
assoluto.

Nello stesso intervallo la corrente circola nella spira in senso antiorario e quindi genera un
campo magnetico parallelo ed equiverso a B al quale corrisponde un flusso positivo
(uscente).in grado di contrastare una diminuzione di flusso uscente,
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Valore medio dii(t)

Per determinare il valore medio dell’intensita di corrente negli intervalli considerati ¢ sufficiente
_ 1800 sap

calcolare il valore assoluto del rapporto Y o

In questo caso ¢ preferibile prescindere dal segno che, come abbiamo visto, ¢ associato al verso
della corrente
30-107* -0,2:1073

Nel primo intervallo si ottiene il valore - — — = 0,5-107'4
41073 3-1073

30-10™* 0,41073
41073 2:1073

-1,5-1074

Nel secondo intervallo si ottiene il valore —

. .- . 30:10™* -0,2:1073 1
Nel terzo intervallo si ottiene il valore ~ 0 mi = 0,3-107* A

Pertanto
ip =05 10714
i,=15" 10714
iz=03" 10714
COMMENTO

I1 quesito, che mostra una forte analogia con un quesito e un problema delle due ultime simulazioni

ministeriali, ¢ degno di nota per il carattere interdisciplinare dei contenuti e per la formulazione

che ne privilegia I’aspetto concettuale; riesce a ben collegare e integrare due argomenti che
compaiono in varie prove d’esame o simulazioni: la relazione che intercorre tra il grafico di una
funzione e quello della sua derivata e il fenomeno dell’induzione elettromagnetica con particolare
attenzione al significato della legge di Faraday -Neumann-Lenz.

La soluzione puo essere affrontata su diversi livelli di approfondimento.
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Quesito 7
In laboratorio si sta osservando il moto di una particella che si muove nel verso
positivo dell’asse x di un sistema di riferimento ad esso solidale. All’istante iniziale
la particella si trova nell’origine e in un intervallo di tempo di 2,0 ns percorre una
distanza di 25 cm. Una navicella passa con velocita v = 0,80 ¢ lungo la direzione x
del laboratorio, nel verso positivo, e da essa si osserva il moto della stessa particella.
Determinare le velocita medie della particella nei due sistemi di riferimento. Quale
intervallo di tempo e quale distanza misurerebbe un osservatore posto sulla navicella?

Soluzione
La particella si trova nel punto O, origine del riferimento del laboratorio, all’istante
t = 0 e si trova nel punto B, distante 25 cm da O, dopo un intervallo di tempo di

2-107%s . Sié mossa pertanto con Velocite‘l media pari a
AX m

=—= 107— ~1,25- 108"‘
Poiché¢ il riferimento della navicella, d1 origine O’, si nuove rispetto a O di moto
rettilineo uniforme con velocita v = 0,80 ¢ = %c confrontabile con quella della

luce, per passare da un riferimento all’altro applicheremo le leggi della Relativita
speciale.
Consideriamo il valore di ¢ uguale a 3 - 108 m/s

Per determinare la velocita della particella rispetto a O’ utilizziamo la legge
relativistica di composizione delle velocita

, u—v
u = uv
1_C_2
25 5 4
Nelnostrocaso u = —1072=2¢ V= =C pertanto
2 s 12 5
,_12°"5%_"60 _ _49
P T E  T
125 3

Rispetto a O’ la particella si muove nel verso negativo dell’asse x.

Il moto della particella puo essere studiato nel riferimento O’ della navicella con le
trasformazioni di Lorentz, considerando, in ciascuno dei due riferimenti, le
coordinate dei due eventi

A, = la particella si trova si trova in O
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A, = la particella si trova in B

Trasformazioni di Lorentz
x'y =yl —vty) x'y =yl —vty) 1

t'y = V(t1 _szx1) t', = V(tz —:—sz) dove y = E = §
\’ CZ

Supponiamo che ’evento A, abbia coordinate (0;0) in entrambi i riferimenti, cioe che
nell’istante iniziale le posizioni di O e O’ coincidano.

L’evento A, ha coordinate (25- 1072%;2- 10~°) nel primo riferimento (1’unita di
misura sull’asse x ¢ il metro e sull’asse t ¢ il secondo)

Nel riferimento di O’ la distanza spaziale tra 1 due eventi ¢ uguale a

Ax' =y (Ax — vAD)= (25 - %) 107% = - 221072

Pertanto, rispetto a O’, la distanza percorsa dalla particella ¢

115
|AX'| = —TIO‘2 m ~ 38 cm

mentre il tempo impiegato ¢ uguale a

At = 20115 2014 4-104 %10—% ~ 2,2 ns

APPROFONDIMENTO

La richiesta finale ¢ stata giudicata ambigua da alcuni risolutori che hanno
interpretato il problema come un’applicazione delle leggi della dilatazione del tempo
e della contrazione delle lunghezze.

Vediamo pertanto come passando attraverso queste due leggi e applicandole
correttamente si perviene agli stessi risultati, anche se in modo meno immediato.

La contrazione delle lunghezze

La lunghezza di un segmento non ¢ invariante se misurata in un riferimento in moto
relativo.

La lunghezza propria ¢ quella misurata in un riferimento in cui il segmento ¢ in quiete
e, nel nostro caso, la lunghezza propria L, del segmento OB ¢ quella misurata nel
laboratorio, cio¢ € uguale a 25 cm.

La stessa lunghezza, misurata da un osservatore sulla navicella sara uguale a

L'= L7° = %25 - 1072m = 15 cm (legge di contrazione delle lunghezze)

Dal punto di vista della navicella la particella e il punto B si muovono entrambi nella
direzione dell’asse x e nel verso negativo. Il punto B ha uno svantaggio iniziale di 15
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cm rispetto alla particella, la quale si trovava nell’origine, ma si muove piu

velocemente. L’incontro avverra dopo un intervallo di tempo At’ tale che

Lr  15-1073 15 _ 20 4 A—9 .
= =105 ==—10 "s = 2,2ns ein

S
w R 9
questo intervallo di tempo la particella copre una distanza pari a

WAt = (E 3.108221079 = 2%10-2 = 1—1510—2) m ~ 38 cm
40 9 6 2

L' —vAt' =—u'At’ - At =

in accordo coi risultati precedenti

La dilatazione del tempo

La durata del fenomeno ha un suo tempo proprio che, nel caso del moto della
particella, ¢ quello misurato in un riferimento solidale con la particella stessa.
Rispetto alla particella 1 due eventi, partenza e arrivo o, meglio, passaggio del punto
O e del punto B, avvengono nello stesso luogo e sono separati dalla distanza
temporale T che € minore dell’intervallo di tempo misurato in ogni altro riferimento
in moto rispetto alla particella (Ilegge della dilatazione del tempo: At' = y1),

Il fattore di Lorentz, y ,nel passaggio dal riferimento della particella a quello del

. L A
laboratorio ¢ uguale a y, = . =~ 1,1 quindi T = =N 1,8 ns

O r

Se invece 1l confronto avviene con il riferimento della navicella, consideriamo il

ﬁzﬁzlz

Il rapporto yl =2 .
0

fattore di Lorentz y' =

3Yy119 12 9

!
Pertanto, At' = y't = YLAt = %At = ?10‘95 ~ 2,2ns
0

in accordo coi risultati precedenti

COMMENTO
Si tratta di un quesito, abbastanza semplice, di cinematica relativistica, la cui
tipologia ¢ molto diffusa tra 1 libri di testo. La formulazione della richiesta ¢ stata
pero, per alcuni, fuorviante nella scelta della strategia risolutiva.
E necessario un uso consapevole delle formule ed & possibile curare qualche
approfondimento sul significato delle stesse.
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QUESITO 8

Un protone penetra in una regione di spazio in cui € presente un campo magnetico uniforme di modulo
|B| = 1,00 mT . Esso inizia a muoversi descrivendo una traiettoria ad elica cilindrica, con passo

costante Ax = 38,1 cm , ottenuta dalla composizione di un moto circolare uniforme di raggio r =10,5

cm e di un moto rettilineo uniforme. Determinare il modulo del vettore velocita e I’angolo che esso

5
forma con B .

Soluzione

:

. . o . . = N D .
Supponiamo che il protone entri in un campo magnetico B con una velocita v e sia a [’angolo
formato dalla direzione del campo magnetico B con la direzione della velocita v .
Fissato un piano cartesiano Oxy, la velocita viene scomposta in due componenti, v, parallela al campo

magnetico B e v, perpendicolare al campo magnetico B:

Uy = U CcoSQ
{vy = v sena

Mentre I’angolo a ¢ ovviamente acuto in quanto lo spostamento Ax, essendo positivo, avviene nello
stesso verso dell’asse x.

Il protone all’interno del campo magnetico ha due movimenti, di cui uno circolare uniforme dovuto
alla componente vy, , € un altro rettilineo uniforme dovuto alla componente v, .

La composizione dei due moti determina un moto elicoidale la cui traiettoria ¢ un’elica cilindrica il
cui passo ¢ Ax .

La forza di Lorentz
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induce il protone a percorrere una traiettoria circolare di raggio r € periodo T , in quanto la forza
magnetica funge da forza centripeta, pertanto partendo dal secondo principio della dinamica,

possiamo scrivere:

FL :ma—(;
2
(vy) vsena
quyB =m - qB=m———-
T r

La componente v, della velocita fa si che il protone si muova parallelamente al campo magnetico di

moto rettilineo uniforme, percorrendo una distanza Ax nel tempo pari al periodo di rotazione T , dove

27T 27T
T = =
vy v sena
Pertanto
Ax Ax v sena Ax sena
vV,=— S VvVeosg=——m—— > (0S¢ =—"-"
*oT 2nr 2nr

Da cui segue

oo, 2 _628:0105
9% ="Ax T 0381 "

e quindi

o

a=59"59" = 60

Mettiamo a sistema quest’ultima relazione con la prima relazione fondamentale della goniometria:

Ax sena 2
- Ax sena
cosa =— - sen®a + (—) =
2 2 27T
sen“a + cos“a =1
27r 6,28 - 0,105 _ 0,6594

= 0,866

sena =

J@rZE+ (Bx)? +[(628-0,105)2 + (03812 07616

Ora sostituendo il valore di sena ottenuto nella seguente relazione
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qBr
sena = —
mv

Ricaviamo 1l valore della velocita

_ gBr _1,602:107*-107%-0,105
" msena = 1,673-10727-0,866

m
= 11610? =1,16-10*m/s

COMMENTO
L’argomento proposto “il moto di una carica elettrica che entra in un campo magnetico” ¢ un
argomento che viene trattato nei libri di testo di Fisica, pertanto viene affrontato in classe nelle

esercitazioni.



