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Riprendendo il teorema…

Se 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, allora la potenza 𝑎' assume una
sola volta tutti i valori positivi, ossia qualunque sia
𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, e qualunque sia 𝑏 > 0, esiste un
unico numero 𝑥 ∈ ℝ tale che:

𝒂𝒙 = 𝒃

Tale numero reale unico prende il nome di logaritmo in
base a di b e si scrive:

𝒙 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃



Definizione di logaritmo

Definizione. Dati due numeri reali positivi a e b, con 𝑎 ≠
1, si chiama logaritmo in base a del numero b l’unica
soluzione dell’equazione 𝑎' = 𝑏, cioè quell’unico numero
α, che dato come esponente ad a, rende la potenza aα

uguale a b.
𝜶 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃

E quindi:

aloga b = b
Il numero b si chiama argomento del logaritmo 
e deve essere un numero positivo. 



Esempi

a) log9
:

;
<
= 3, in quanto 

;
>

?
= ;

<
b) logA 1 = 0, in quanto 5C = 1
c) logE 7 = 1, in quanto 7; = 7
d) logE(−7) =?, non esiste perché 𝑏 = −7 non è un numero 

positivo.
e) log; 7 non ha significato perché, secondo la definizione, la base

deve essere diversa da 1. Infatti, l’equazione 1' = 𝑏 è impossibile
se 𝑏 ≠ 1, indeterminata se 𝑏 = 1; inoltre, la potenza 𝑎' è definita
per 𝑎 ≥ 0 ; l’equazione 0' = 𝑏	è impossibile se 𝑏 ≠ 0 ed è
indeterminata se 𝑏 = 0.

f) log(O?) 7 e logC 7 non hanno significato perché, secondo la
definizione, la base deve essere positiva.



Logaritmo di un prodotto

Teorema. Il logaritmo del prodotto di due numeri positivi è
uguale alla somma dei logaritmi dei due fattori:

𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃 P 𝒄 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃 + 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒄
con 𝒃 > 𝟎, 𝒄 > 𝟎.

Dimostrazione
Poniamo: 𝑥 = l𝑜𝑔V 𝑏 e 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔V 𝑐
Per la definizione di logaritmo si ha: 𝑎' = 𝑏 e 𝑎Z = 𝑐
Moltiplicando membro a membro queste uguaglianze:

𝑎' P 𝑎Z = 𝑏 P 𝑐
da cui: 𝑎'[Z = 𝑏 P 𝑐
Per la definizione di logaritmo si ottiene:

𝑥 + 𝑦 = logV 𝑏 P 𝑐
Da cui segue che:

logV 𝑏 P 𝑐 = logV 𝑏 + logV 𝑐



Logaritmo di un quoziente
Teorema. Il logaritmo del quoziente di due numeri positivi è uguale alla
differenza fra il logaritmo del dividendo e il logaritmo del divisore:

𝐥𝐨𝐠𝒂
𝒃
𝒄
= 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃 − 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒄

con 𝒃 > 𝟎, 𝒄 > 𝟎.

Dimostrazione
Poniamo: 𝑥 = l𝑜𝑔V 𝑏 e 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔V 𝑐
Per la definizione di logaritmo si ha: 𝑎' = 𝑏 e 𝑎Z = 𝑐
Dividendo membro a membro queste uguaglianze:

𝑎'

𝑎Z
=
𝑏
𝑐

da cui: 𝑎'OZ = \
]

Per la definizione di logaritmo si ottiene:

𝑥 − 𝑦 = logV
𝑏
𝑐

Da cui segue che:

logV
𝑏
𝑐
= logV 𝑏 − logV 𝑐



Logaritmo di una potenza

Teorema. Il logaritmo della potenza di un numero positivo
elevato a un esponente reale è uguale al prodotto di
quell’esponente per il logaritmo del numero positivo:

𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃𝒏 = 𝒏 P 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒃
con 𝒃 > 𝟎, 𝒏 ∈ ℝ.

Dimostrazione
Consideriamo l’uguaglianza 𝑎' = 𝑏 ed eleviamo ambo i membri 
a n: 

𝑎' _ = 𝑏_
cioè:

𝑎_' = 𝑏_
Per la definizione di logaritmo: 𝑛𝑥 = loga𝑏_
Sostituendo al posto di 𝑥 = logV 𝑏, si ottiene:

𝑛loga𝑏 = loga𝑏_



Logaritmo di una radice

Se si osserva che:

𝑏b = 𝑏
;
_

per la precedente proprietà otteniamo:

logV 𝑏b =
1
𝑛
logV 𝑏

con 𝑏 > 0.



Formula del 
cambiamento di base

Siano 𝒂 > 𝟎, 𝒃 > 𝟎, 𝒄 > 𝟎, 𝒂 ≠ 𝟏, 𝒄 ≠ 𝟏, si ha:

𝒍𝒐𝒈𝒂𝒃 =
𝒍𝒐𝒈𝒄𝒃
𝒍𝒐𝒈𝒄𝒂

Dimostrazione
Se si pone 𝑥 = logV 𝑏, si ha che 𝑎' = 𝑏.
Calcoliamo il logaritmo in base c di ambo i membri della 
precedente uguaglianza:  

log] 𝑎' = log] 𝑏
ovvero:

𝑥logg𝑎 = log] 𝑏
Poiché 𝑎 ≠ 1, logg𝑎 ≠ 0 e quindi:

𝑎 =
log] 𝑏
log] 𝑎

da cui segue la tesi.



Osservazioni

Queste regole trasformano le quattro operazioni di
moltiplicazione, di divisione, di elevazione a potenza di
esponente n e di estrazione di radice di indice n sopra
numeri positivi assegnati, rispettivamente, nelle operazioni
di addizione, di sottrazione, moltiplicazione per n e
divisione per n sopra i logaritmi dei numeri assegnati.

Si tenga presente che per poter applicare le prime due
proprietà i singoli numeri x e y, dei quali si considerano i
logaritmi, devono essere positivi e anche il loro prodotto xy
o il loro quoziente x/y.



Simbolismo

SIMBOLISMO

e numero di Nepero è un numero irrazionale che vale circa
2,71828

ln x logaritmo naturale o neperiano (cioè di base e) di un numero
positivo x

Log x logaritmo decimale (cioè in base 10) di un numero positivo x



La funzione logaritmica

Definizione. Si dice funzione logaritmica, una funzione
trascendente la cui espressione analitica è del tipo:

𝒚 = log𝒂 𝒙

con 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1.

Osservazione. Il dominio della funzione logaritmica è ℝ[, 
mentre il codominio è ℝ.



Grafico della funzione logaritmo
(caso a > 1)
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Proprietà nel caso a > 1

Dall’analisi della tabella e del grafico possiamo dedurre 
che:

i valori di x che ammettono un corrispondente y sono 
solo quelli positivi;

i valori del corrispondente y sono positivi se 𝑥 > 1 e 
negativi se 0 < 𝑥 < 1;

vale la proprietà di crescenza, cioè ∀𝑥;, 𝑥> ∈ 0;+∞ , 
con 𝑥; < 𝑥>, si ha:  

loga x1 < loga x2



Grafico della funzione logaritmica
(caso 0<a<1)

x y

1 0

0,5 1
0,2
5

2

2 -1

3
-

1,585
4 -2



Proprietà nel caso 0<a<1

Dall’analisi della tabella e del grafico possiamo dedurre 
che:

i valori di x che ammettono un corrispondente y sono 
solo quelli positivi;

i valori del corrispondente y sono negativi se x>1 e 
positivi se 0<x<1;

vale la proprietà di crescenza, cioè ∀𝑥;, 𝑥> ∈ 0;+∞ , 
con 𝑥; < 𝑥>, si ha:  

loga x1 > loga x2



Simmetrie…
Il grafico della funzione
𝑦 = logV 𝑥 e quello della
funzione 𝑦 = log9

m
𝑥 sono

simmetrici rispetto all’asse
x.



In sintesi…



Esponenziale e logaritmo a 
confronto



Il pH di una concentrazione
Applicazioni



Definizione di pH

In chimica, al fine di quantificare la basicità o l’acidità di
una soluzione, si utilizza un numero reale che tenga conto
della concentrazione degli ioni H+ in essa presenti. Tale
numero viene chiamato pH ed è espresso dalla relazione
matematica:

𝑝𝐻 = − log 𝐻[

introdotta nel 1909 dal chimico danese S. P. L.
Sörensen (1868-1939), riferendo la lettera “p” alla parola
“potenz” (potenza in matematica).



Esempi

Esempio 1. La concentrazione degli ioni H+ presenti in una
soluzione è pari a 1,0·10-4 mol/l. Qual è il pH della soluzione?

𝑝𝐻 = − log 𝐻[ = − log 1,0 P 10Op = − log 1,0 + 4 = 4

Esempio 2. Determinare la concentrazione degli ioni
H+ presenti in una soluzione acquosa il cui pH è pari a 3,5.
− log 𝐻[ = 3,5	 → 	 log 𝐻[ = −3,5 			→ 			 𝐻[ = 10O?,A
= 3,16 P 10OA	𝑚𝑜𝑙/𝐿



Il lavoro compiuto in una 
trasformazione isotemica
Applicazioni



Lavoro di una 
trasformazione isotermica

Definizione. Una trasformazione si dice isotermica se
avviene a temperatura costante.

Si dimostra che il lavoro è dato dalla relazione:

𝑳 = 𝒏𝑹𝑻 P 𝐥𝐧
𝒗𝟐
𝒗𝟏

essendo:
• n il numero di moli del gas;
• 𝑅 = 8,31	 �

���	P�
la costante universale dei gas;

• 𝑣> e 𝑣;, rispettivamente, il volume iniziale e quello
finale.



Esempio

Due moli di gas perfetto sono compresse isotermicamente alla
temperatura T0 = 15° C. Il volume varia da 24 L a 6 L. Calcola
il lavoro per effettuare tale trasformazione.

Si ha:

𝐿 = 𝑛𝑅𝑇 ln
𝑣>
𝑣;
= 2 P 8,31 P 15 P ln

6
24

= 249,3 P ln
1
4

= −249,3 P ln 4 = −345,6	𝐽	



Il decadimento radiattivo
Applicazioni



Il decadimento radiattivo

Il fisico E. Rutherford (1871-1937) mostrò che gli atomi di
alcuni elementi, detti radioattivi, sono instabili: in un
intervallo di tempo una proporzione fissa di essi si
disintegra spontaneamente trasformandosi in atomi di un
nuovo elemento. Indichiamo con 𝑁(𝑡) il numero di atomi
di una sostanza radioattiva presenti all'istante t. Il numero
𝑁(𝑡) decresce secondo la legge esponenziale:

𝑵(𝒕) = 𝑵𝟎 P 𝒆O𝝀𝒕

in cui il parametro 𝑁C rappresenta il numero di atomi
presenti all'istante iniziale.



Il tempo di decadimento

Se si vuole determinare il tempo di decadimento, si procede 
come segue:

𝑁 𝑡 = 𝑁C𝑒O�� 			→ 		 ln𝑁 𝑡 = ln 𝑁C𝑒O�� 			→			
ln𝑁(𝑡) = ln𝑁C + ln 𝑒O�� 			→			 ln𝑁(𝑡) = ln𝑁C − 𝜆𝑡 			

→ 			𝑡 =
ln 𝑁C
𝑁(𝑡)
𝜆



Esempio

Per gli atomi di uranio 𝜆 = 1,554 P 10O;C1/anni. Determinare
dopo quanto tempo il numero iniziale di atomi di uranio
diminuisce del 50%.

Dall’equazione esponenziale:

1
2
𝑁C = 𝑁C𝑒O;,AApP;C

�9��

si ricava:

𝑡 = −
ln 12

1,554 P 10O;C
= 4,46 P 10�	𝑎𝑛𝑛𝑖



Il livello sonoro
Applicazioni



Livello sonoro

Definizione. In acustica, si definisce il livello sonoro
(Intensity Level, IL) come il logaritmo del rapporto fra
l’intensità I del suono e l’intensità I0 della soglia di
udibilità, pari a 10−12 W/m2, moltiplicato per 10:

𝑺 = 𝟏𝟎 P 𝐋𝐨𝐠
𝑰
𝑰𝟎



Esempio

Due suoni hanno, rispettivamente, intensità pari a
4000µW/m2 e 20 µW/m2. Determinare in termini di decibel la
differenza tra i livelli sonori del primo e del secondo suono.

Si ha:

𝑆; − 𝑆> = 10	Log
I;
𝐼C
− 10 Log

𝐼>
𝐼C
= 10 Log

I;
𝐼C
𝐼>
𝐼C

= 10 Log
𝐼;
𝐼>
= 10 Log

4000
20

= 23	𝑑𝐵



La magnitudo di un terremoto
Applicazioni



La magnitudo

Per misurare gli effetti di un terremoto viene solitamente
utilizzata la scala Richter. In base a tale scala si calcola la
magnitudo M di un terremoto valendosi della seguente
relazione:

𝑴 = 𝟐
𝟑
𝐋𝐨𝐠	 𝑬

𝑬𝟎

dove E (misurata in Joule) è l’energia totale sviluppata dal 
terremoto ed E0 è la minima energia rilevata in un 
terremoto.



Esempio

Se un terremoto di magnitudo M = 5,5 ha E = 1013 J,
quanto vale E0?

Da:

5,5 =
2
3
Log

10;?

𝐸C

segue che:

Log
10;?

𝐸C
= 8,25 			→ 		

10;?

𝐸C
= 10<,>A 			→ 			 𝐸C =

10;?

10<,>A
= 10p,EA = 56234,13	𝐽


