| versori

Nel piano cartesiano si introducono due vettori particolari, chiamati versori x e ¥ [FIGU-
RA7). I versori sono vettori che hanno modulo uguale a 1; proprio per distinguere questa
caratteristica si indicano con l'accento circonflesso (") al posto della freccina:

m il versore x ha la direzione e il ver-
so del semiasse x positivo e modulo
uguale a 1;
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= il versore y ha la direzione e il verso
del semiasse y positivo e modulo ugua-
leal.

Nell’esempio della
a, =+5xea, =—4y;cosiil vettore a puo es-
sere €S ea=ayta,=+5x—4y.

In generale, quindi, un vettore a del piano che ha componenti cartesiane a, e a, pud

essere descritto come

a=ax+a,y [2]

oppure con la notazione

alaga,) (3]
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Le operazioni sui vettori in componenti (_:7
Consideriamo la somma ¢ = &+ b. Esprimiamo questi ultimi due vettori come

i=ak+aj b=bi+by

e il risultato nella forma P_;
/

C=ck+c,). (6]
Ora possiamo esplicitare la somma come

+b=(ak+a,j) +(bi+b,j) =

=a
=(a,+b)x+(a,+b)y.
b Pz 3 v -%

Se confrontiamo I'ultimo passaggio con la formula [6] ricaviamo le relazioni:

cx=a,+bs c,=a,+b,. [7]

Esse si riassumono dicendo che {\
le componenti cartesiane del vettore somma sono la somma delle corrispondenti - y /\
componenti cartesiane dei vettori addendi. % — a >< * a \j
Le regole che valgono per le operazioni sui vettori nel caso generale dello spazio in tre j
dimensioni sono riassunte nella tabella. Le dimostrazioni sono analoghe a quella appe- /\

N
na illustrata per la somma. ! >( ! {j —
ESPRESSIONI IN COORDINATE DELLE OPERAZIONI SUI VETTORI + X j

operazione sui vettori risultato

Sall

addizione ¢ = a+

cx=ax+by ¢,=a,+b; c.=a.+b. /\
sottrazione d = a — b d;=a,—by; dy=a,—by; c.=a,—b, e
ot — [\ + ,
prodotto per un numero p = ka pe=kay p,=kay; p.=ka,
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ANIMAZIONE

Prodotto scalare

FIGURA 10

Depnizione della
componente di b lungo @
e di quella perpendicolare

add.

A IL PRODOTTO SCALARE

Conosciamo gia il prodotto di un vettore per uno scalare; in questo paragrafo e nel pros-
simo sono presentati due diversi prodotti tra vettori.

La componente di un vettore lungo un altro vettore
Sono dati due vettori @ e b che disegniamo con le code nello stesso punto.

Introduciamo un sistema di riferimento con 'origine sulle code dei due vettori e il se-
miasse positivo delle ascisse sovrapposto ad a (FIGURA 10).

Consideriamo le componenti cartesiane di b in questo riferimento:

m b,=b, ¢lacomponentedi b lungo d;

= b, = b, &lacomponente di b perpendicolare ad a.

Quindji, sulla base delle formule [5] se conosciamo 'angolo a tra i due vettori, la compo-
nente di b lungo a e quella perpendicolare a esso si scrivono come
{ba =bcosa

b, = bseno. (8l



La definizione di prodotto scalare
Si chiama prodotto scalare a - b di due vettori a e b il numero che si ottiene molti-
plicando il modulo del primo per la componente del secondo lungo il primo.
prodotto scalare modulo di @
a-b=ab, 9]
componente di b lungo @

1l simbolo a- b si legge «a scalare b».

= Selangolotradebé | m Sedeb sonoperpen- | m Selangolotra de b &
acuto, b, & positivo e an- dicolari, b, ¢ nullo e anche ottuso, b, ¢ negativo e an-
che il prodotto scalare & il prodotto scalare & ugua- che il prodotto scalare &
positivo. le azero. minore di zero.
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Dalla prima delle formule [8] otteniamo  €X ‘O -—o a - \4 < ©

ab, = abcosa = b(acosa) = bay,

a

dove a, ¢ la componente del vettore @ lungo b. Quindi possiamo completare la defini-
zione [9] come
a-b=ab,= ba,=abcoso [10]

1l prodotto scalare tra due vettori & dunque uguale al modulo di uno qualunque dei due
moltiplicato per la componente parallela dell’altro o, equivalentemente, uguale al pro-
dotto tra il modulo dell'uno, il modulo dell’altro e il coseno dell’angolo compreso tra i
due.

Inoltre, se si conoscono le componenti cartesiane dei due vettori a e b il loro prodotto
scalare si calcola come

E-E=a,‘bx+ayby+azbz [11]

Dalle formule precedenti si capisce che il prodotto scalare gode della proprieta commu-
tativa:

a-b=b-a.
1l prodotto scalare tra due grandezze vettoriali a e b &, come dice il nome, una grandez-

za scalare, che non ha né direzione né verso. Il suo valore numerico ha come unita di
misura il prodotto delle unita di misura di a@ e di b.

—
s R=(2> 5=hs)
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- 3 44 2-5<=4+lo=22
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= b=aben™
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H IL PRODOTTO VETTORIALE

AN IMAZIONE Definiamo ora la seconda operazione di moltiplicazione fra vettori, detta prodotto vetto-
Prodotto vettoriale riale, che da come risultato un vettore.

Dati due vettori d ¢ b, il loro prodotto vettoriale a X l;(si legge «a vettore b») & un vet-

tore che ha:

u direzione perpendico- u verso dato dalla regola = modulo uguale all’area
lare al piano che contiene | della mano destra (illu- del parallelogramma gene-
ivettori a e b; strata nella figura); rato dai vettori @ e b.

Secondo la regola della mano destra, se si pone il pollice della mano destra nel
verso del vettore a e le altre dita nel verso di b, il vettore a X b & uscente dal palmo
della mano.

Seinvece di @ X b calcoliamo b X d, otteniamo come risultato un vettore che ha la stessa
direzione ma verso opposto. Per il prodotto vettoriale vale infatti la proprieta anticom-
mutativa:

bxa=-axb.

Il modulo del prodotto vettoriale

L'area di un parallelogramma ¢ data dal prodotto della base per I'altezza. Scegliendo
/ come base il vettore a (FIGURA 1), 'altezza ¢ data da b, , la componente di b perpendicolare
- 58 / ad a. In questo caso si ha:
b o &
/ ‘a xXb ‘ =ab,.
/
o
— Dalla seconda delle formule [8] sappiamo che, se conosciamo I'angolo o formato dai
a vettori @ e b, vale b, = bsena; quindi abbiamo che
FIGURA 11
L'area del parallelogramma ab, = a(bsena) = b(asena) = ba,

si pub calcolare come it
prodotto del modulo di @
(ta base) per la componente
b, (taltezzal.

e possiamo scrivere, in sintesi:

‘Exglzuhizbul=ubsena [12)

Dall’espressione precedente si ottiene, come caso particolare, che il prodotto vettoriale
tra due vettori paralleli ¢ nullo. In quel caso, infatti, si ha o = 0 e quindi vale senca = 0.

11 prodotto vettoriale invece ¢ massimo quando i due vettori sono fra loro perpendico-
lari: in questo caso sena = 1 e |§ Xb |= ab.

Se si conoscono le componenti cartesiane dei due vettori @ e b, le componenti del loro
prodotto vettoriale v = a X b si calcolano come

ve=ayb.—ab; v,=a.b,—ab; v.=a.b,—a,b,. [13]
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